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INTRODUCTION 
Soit M un module sur un anneau A. Si n > 1 est un entier, on dit que M 
est n-act si tome suite croissante de sow-modules de M engendris par n 
elements est stationnaire. De teiles conditions de chaines ont ete etudiees 
notamment dans [I, 4, 6, 71. 
Si A est un anneau principal, il est immidiat de montrer que tsut A- 
module saris torsion de rang n qui est n-act, est de type fini. De meme, si R 
est un anneau de Dedekind, tout A-module sans torsion de rang n, qui est 
(n + I )-act est de type fini [6]. Pour un anneau integre A et un entier n > I, 
soit P,t la propriete: 
(p,J. Tout A-module sans torsion de rang n qui est n-act est de type fini. 
Le but de ce travail est de prouver le resultat suivant: 
T&ORhLE. Un anneau de Dedekind v&rifie la ~r~~~~~t~ P,,, si, et 
seulement si, son groupe des classes did&am est fini. 
On repond ainsi a une question posee par Nicolas [6].I.e second auieur a 
effect& ce travail, en etant bout-s&-e de 1’I.N.I.C. ( 
1. ~hUCTION AU CAS ?l = 1 
(i) A ve’ri$e P,. 
(ii) A ve’rije P, quel que soit n > 1. 
11 suffit de prouver que (i) + (ii). Soit done ha un module saris torsion de 
rang n > P qui est n-ace. Si N’ est un sous-moduie de rang 14 - 1 de 
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est n-act, done N’ est de type fini [6, propriete 2.61; comme A est de 
Dedekind, N’ est isomorphe a A”-* @I’, ou I’ est un ideal de A. Comme I’ 
est engendre par deux elements, N’ est engendre par II elements, M etant n- 
act, on en deduit que M admet un sous-module maximal N de rang y1- 1, 
avec N = N, @ N2, N, isomorphe a Anp2, N, isomorphe a un ideal de A. 
Soit a # 0, a E N2; P = N, @ Aa est isomorphe g A”-’ et comme N est 
maximal, N/P est le sous-module de torsion de M/P. D’apris un theoreme de 
Kaplansky [5, corollaire du theoreme 51, on a M/P = N/P @ Q oti Q est un 
A-module sans torsion de rang 1; nous allons montrer que Q est 1-act. En 
effet, soit Ak, c -. - 5 AZ, G -. . une suite croissante de modules monogenes 
de Q. Comme P est isomorphe a A”-‘, (P + Axi)iEN est une n-suite 
croissante de M, elle est done stationnaire; la suite (ATi)iEN a la m2me 
proprieti. D’apres la propriete (i), Q est de type fini, M est done de type fini. 
11. LA CONDITION EST NkCESSAIRE 
Soit A un anneau de Dedekind de corps des fractions K. On designe par 
C(A) le groupe des classes d’idiaux de A. 
Soit G un groupe abblien; d’apres Claborn [3], on sait qu’il existe un 
anneau de Dedekind A tel que C(A) soit isomorphe a G. 
PROPOSITION 2. Soit A un anneau de Dedekind qui ve’r$e la propritftte’ 
P,. Alors le groupe des classes C(A) est de torsion. 
Sinon il existe un ideal premier P de A tel que P” ne soit pas principal, 
quel que soit IZ > 1. Soit M le A-module, A c M c K dtfini par 
MIA = (K/A )p , 
od (K/A), = {x E K/A 1 P”x = 0, p our un n > 1). M est l’ensemble des 
elements x de K tels que V,(x) > 0, pour tout ideal premier Q #P; nous 
allons prouver que M est 1-act. Soit Ax, C_ a.. g Ax, s . .. une suite 
croissante de sous-modules monogenes de M. D’apres la caracterisation des 
elements de M, pour tout Q # P on a: 
V,(Ax,) 2 V&AxJ > .*. > &(Ax,) > .a. > 0. 
Les ideaux premiers qui interviennent dans la decomposition de Ax, etant en 
nombre fini, il existe un entier N, tel que: 
n > N =x &(Ax,J = Va(AxN), pour Q f P. 
Posons xN = a,x,, oii a, E A. On a 
~Q(“%> = ~&H> + qxn> 
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on en deduit V,Ja,) = 0 pour tout Q #P. I1 en resulte que Aa, = E, n, et 
comme Pk n’est pas monogene pour k > B, p(n) = 0 et a, est inver e: la 
est stationnaire, M est done I-act; d’autre part il est bien 
n’est pas de type fini, d’oti la proposition. 
LEMME 3. Soient A un anneau de Dedekind et M UM A-module tel que 
cK, avec M/A = OiarA/Pi, 06 (PJiEI est me famille infinie 
d’idkaux maximaux de A. Alors M n’est pas l-ace si, et seulement si, il existe 
une sous-fhnille (Pj)jsN telle que pour tout n > I, P, x ... x P, = A/Z,,, 06 1, 
est un tflhent non inversible de A. 
Soit ai/bi un element de M. Si a,/b, 6Z A, d’apris le choix de IV, iE est facile 
de montrer que l’on a: 
Ab, = fi PijK, 
j=l 
Au, = JiKi avec 
oti Ji et Ki sont des idtaux de A. 
Soit AxicAx,c...cAx,c... une suite strictement croissante de sow 
modules monogenes de M, avec X, 6Z A. On pose xi = ai/bi. La relation 
Aaibi+, c Aai+l bi implique facilement Ji EJ~+~. Gomme A est un anneau 
noetherien, on peut supposer que J, = Ji quel que soit i. La relation Axi = 
(Aaj)(Axi+ !), ou cli E A, implique alors 
nii1 
jxlYI+, 'ij= Aaie 
! 
Par suite, comme le produit d’ideaux principaux est un ideal principal, il 
existe done une sous-famille dinombrable d’idbaux maximaux (PiJiEk teis 
que Pi X ... x P, = A,$, , A, non inversible. Riciproquement s’ii en est ainsi, 
la suite (Al;‘),,, est une suite strictement croissante et M n’est pas I-ace. 
PROPOSITION 4. Soit A un anneau de Dedekind qui ve’r$e la proprie’te’ 
P, . Alors le groupe des classes C(A) estfini. 
D’apris la proposition 2, on sait que C(A) est un groupe de torsion, i! 
suffit done de prouver que C(A) est de type fini. C(A) est engendre par les 
classes pi, i E I, oti Pi dicrit les idtaux maximaux de A. Si C(A) n’est pas de 
type fini, il existe une famille (Pi)iEN telle que pour tout n E N, 5 tf 
(P I ,~.., P,- ;) et par suite, si on considere le sous-module M de K tel que 
M/A = BieN A/P,, A4 est l-act d’apres le lemme 3. Comme n’est pas de 
type fini, cela contredit la propriete P,, C(A) est done fini. 
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III. DEMONSTRATION DU TH~OR~ME 
THI?OR~ME 5. Pour un anneau de Dedekind A, les propri&!s suivantes 
sont t!quivalentes: 
(i) A ve’rij?e P, (resp. PI). 
(ii) Le groupe des classes d’id&aux de A estfini. 
On a vu que (i) * (ii) (th&ori?me 1,proposition 4). 
(ii) 3 (i) Nous allons prouver que A v&ifie la propriCti: P, (cf. 
thkorkme 1). Soit n l’ordre de C(A). Si M est un module saris torsion de rang 
1, on peut supposer A G M c K. Comme A est un anneau de Dedekind on a: 
M/A = @ (M/A),. 
P 
On a (M/A), # (K/A),. En effet, soit a E A tel que P” = Aa. La suite 
(Aa-p>,,N est une suite strictement croissante ce qui contredit le fait que M 
est l-act. Par suite, pour tout P, (M/A), est un sous-module monoghne de 
W/A), [51* pour P rower que M est de type fini, il sufflt de prouver que le 
socle S = BP S, de M/A est de type fini. Supposons que l’ensemble X = 
{PESpecAIS,#O} soit infini. Comme C(A) est fini, il existe un sous- 
ensemble dknombrable de F, (Pi)iEN tel que les Pi ont m8me image dans 
C(A); n &ant l’ordre de C(A), Pi, x . . . x Pin = Au,, . . .i, quels que soient les 
n-idkaux Pi, ,..., Pill de F et S n’est pas 1-act d’aprks le lemme 3, d’oti le 
thCor&me. 
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